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摘要 本文主要研究定义在 T3 上的非齐次不可压 MHD 方程弱解的能量局部方程; 证明在 Besov 空
间中, 解的正则性足以保证总能量的平衡. 本文的估计方法是 Feireisl 的估计方法的一个变形.
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1 引言
本文的目标在于研究非齐次不可压 MHD 方程的正则性与能量耗散的关系. 研究系统如下:
∂t(ρu) + div(ρu⊗ u) = −∇p+
1
µ
curl B ×B,
∂tρ+ div(ρu) = 0,
div u = 0,
∂tB +
1
µσ
curl(curl B) = curl(u×B),
div B = 0.
(1.1)
在上述系统中, ρ 是密度, p 是压力, 它们都是标量. B 是磁通密度, u 是速度. 磁导率 µ 和导电率
σ 为常数. 在不可压系统中, 压力 p 是未知的. 我们在三维空间中考虑这个系统.
三维磁流体动力学方程是描述导电流体的动力学方程,例如,可以描述等离子体、液态金属和盐水
等各种流体的运动. 由于物理背景的重要性和数学难度的挑战, 磁流体力学的研究吸引了许多物理学
家和数学家. 众所周知, 文献 [1] 指出不可压 MHD 系统对于任何给定的满足 u0, B0 ∈ Hs(R3) (s > 3)
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的初始状态都是局部适定的. 然而, 这种独特的局部解是否能够在全局范围内存在, 是一个突出且具
有挑战性的问题.
对于三维不可压 Euler 方程, Onsager [2] 断言: 具有指数 δ > 13 的 Hölder 连续性的速度可以保证
动能守恒, 但 δ 6 13 的解不一定满足动能守恒. 1994 年, Eyink [3] 证明了一个与 Onsager 猜想接近的
结果, 并且证明是利用 Fourier 级数展开的. Constantin 等 [4] 假设了周期边界条件, 并给出了 Onsager
猜想的弱解能量守恒的简单证明. 关于 Onsager 猜想的第二部分, Scheffer 在他的开创性的文献 [5] 中
首次证明了存在平方可积的函数使得能量不守恒. 近几年, De Lellis 和 Székelyhidi [6] 给出了 Hölder
指标小于 110 的耗散解. 2019 年, Buckmaster 等
[7] 证明了对于任意的 δ < 13 , 可以构造 C
δ 解满足给定
的光滑能量函数.
2000年, Duchon和 Robert [8] 研究了不可压 Euler方程和 Navier-Stokes方程弱解的能量耗散.他
们定义了一个耗散项, 该项源于解的光滑性不足, 并指出了导致能量耗散的两个原因, 即黏性耗散和
解的光滑性不足. 2013 年, Gao 等 [9] 研究了不可压 MHD 方程弱解的局部能量方程. 2016 年, Guo 和
Tan [10] 在能量耗散方法的基础上, 从纵向和横向分别考虑三维不可压 MHD 方程组的能量守恒方程,
并建立了磁流体力学方程中耗散项 D(u,B) 与湍流的联系.
本文将采用 Feireisl 的方法去研究非齐次不可压 MHD 方程的弱解的局部能量方程. 我们将提供
给 ρ、u、p 和 B 足够的正则性来保证在局部能量方程中不存在因为解的光滑性不够而产生的耗散项.
因此这个系统也将保持整体能量平衡. 我们研究的空间是 Bα,∞p (Ω). 如同文献 [11], 方程中总共有 4
个未知函数 ρ、p、u 和 B, 所以, 我们有理由相信只要 u 的正则性足够高, 即使 ρ 只是有界变差, 系统
能量依旧能守恒.
如果磁场 B 是 0, 那么问题退化为 Feireisl 等在文献 [11] 中考虑的问题, 即非齐次不可压 Euler
方程:
∂t(ρu) + div(ρu⊗ u) = −∇p,
∂tρ+ div(ρu) = 0,
div u = 0.
(1.2)
Feireisl 等 [11] 证明了系统 (1.2) 在 Besov 空间里的局部能量守恒. 此外关于不可压 Euler 方程已
经有了很多有用的结果, 可参见文献 [12–15].
2 Besov 空间
本节将介绍 Besov 空间 Bα,∞p (Ω) 的定义和一些常用性质.
在本节中, 区域为 Ω = (0, T ) × Td 或者 Ω = Td. Besov 空间 Bα,∞p (Ω) 包含的是下述范数有限的
函数:
∥ω∥Bα,∞p (Ω) := ∥ω∥Lp(Ω) + sup
ξ∈Ω
∥ω(·+ ξ)− ω∥Lp(Ω∩(Ω−ξ))
|ξ|α
, (2.1)
这里 Ω− ξ = {x− ξ : x ∈ Ω}.
令 J 表示 RN 中的标准磨光核, 这里 N = d 或者 N = d+ 1 取决于区域 Ω 的选择. 令
Jϵ(x) =
1
ϵN
J
(
x
ϵ
)
.
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定义 ωϵ = Jϵ ∗ ω.
接下来证明两个关于 Besov 空间的重要性质
∥ωϵ − ω∥Lp(Ω) 6 Cϵα∥ω∥Bα,∞p (Ω) (2.2)
和
∥∇ωϵ∥Lp(Ω) 6 Cϵα−1∥ω∥Bα,∞p (Ω). (2.3)
证明 我们将利用广义 Minkowski 不等式来证明 (2.2), 令 V = Ω ∩ (Ω− ξ).
直接计算, 可得
∥ωϵ − ω∥Lp(Ω) =
[ ∫
Ω
(∫
Bϵ
Jϵ(y)(ω(x− y)− ω(x))dy
)p
dx
] 1
p
6
∫
Bϵ
(∫
V
|Jϵ(y)(ω(x− y)− ω(x))|pdx
) 1
p
dy
6 C
ϵN
∫
Bϵ
∥ω(x− y)− ω(x)∥Lp(V )dy
6 C
ϵN
· ϵα
∫
Bϵ
∥ω(x− y)− ω(x)∥Lp(V )
|y|α
dy
6 C
ϵN
· ϵα
∫
Bϵ
∥ω∥Bα,∞p (Ω)dy
=
C
ϵN
· ϵα · ϵNC2∥ω∥Bα,∞p (Ω)
= C3ϵ
α∥ω∥Bα,∞p (Ω).
接下来证明 (2.3):
∇ωϵ(x) = ∇
∫
B(x,ϵ)
Jϵ(x− y)ω(y)dy
=
∫
B(x,ϵ)
∇xJϵ(x− y)ω(y)dy
=
∫
B(x,ϵ)
1
ϵN
∇xJ
(
x− y
ϵ
)
ω(y)dy
= −
∫
B(x,ϵ)
1
ϵN
∇yJ
(
x− y
ϵ
)
ω(y)dy
= −
∫
B(x,ϵ)
1
ϵN
Jy
(
x− y
ϵ
)
· 1
ϵ
ω(y)dy
= −
∫
B(x,ϵ)
1
ϵN+1
Jy
(
x− y
ϵ
)
(ω(y)− ω(x))dy
=
1
ϵN+1
∫
B(0,ϵ)
Jz
(
z
ϵ
)
(ω(x− z)− ω(x))dz.
剩余部分的计算与 (2.2) 的证明一样, 不再重复.
除此之外, 通过简单的计算可以知道 Bα,∞p (Ω) ∩L∞(Ω) 是一个代数, 就是说这个空间里的任意两
个元素相乘还在这个空间里面.
在本节的最后, 回顾文献 [11] 中的定理.
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定理 2.1 对任意满足 1 6 p 6 ∞ 的 p, 有如下结论:
(BV ∩ L∞)(Ω) ⊂ B
1
p ,∞
p (Ω).
3 非齐次不可压 MHD 方程的能量耗散
本节考虑在区域 (0, T )× T3 中非齐次不可压 MHD 方程的局部能量方程. 模型如下:
∂t(ρu) + div(ρu⊗ u) = −∇p+
1
µ
curl B ×B, (3.1)
∂tρ+ div(ρu) = 0, (3.2)
div u = 0, (3.3)
∂tB +
1
µσ
curl(curl B) = curl(u×B), (3.4)
div B = 0. (3.5)
这个模型与文献 [11] 中的模型相比较, 增加了磁场的影响. 首先给出上述系统弱解的定义.
称 ρ、u、p 和 B 是系统的分布意义弱解, 如果下述积分等式对任意的检验函数 ψ ∈ C∞0 ((0, T )
×T3;R3), φ ∈ C∞0 ((0, T )× T3) 都成立:∫ T
0
∫
T3
[
ρu · ∂tψ + (ρu⊗ u) : ∇ψ + p div ψ +
1
µ
(curl B ×B) · ψ
]
dxdt = 0,∫ T
0
∫
T3
[
B · ∂tψ +
1
µσ
B ·∆ψ −B · (∇ψ · u)− u · (∇B · ψ)
]
dxdt = 0,∫ T
0
∫
T3
[ρ∂tφ+ ρu · ∇φ]dxdt = 0,∫ T
0
∫
T3
u · ∇φdxdt = 0,∫ T
0
∫
T3
B · ∇φdxdt = 0.
我们可以证明如下结论:
定理 3.1 令 ρ、u、p 和 B 是系统的分布意义弱解, 假设
u,B ∈ Bα,∞p ∩ L∞((0, T )× T3), ρ, ρu, curl B ∈ Bβ,∞q ((0, T )× T3),
p ∈ Lp
∗
loc((0, T )× T
3), ∇B ∈ L2((0, T )× T3),
这里的指标满足 1 6 p, q 6 ∞ 和 0 6 α, β 6 1, 以及
2
p
+
1
q
= 1,
1
p
+
1
p∗
= 1, 2α+ β > 1, (3.6)
则这个系统在分布意义下满足下述局部能量方程:
∂t
(
1
2
ρ|u|2 + 1
2µ
|B|2
)
+ div
[(
1
2
ρ|u|2 + p
)
u
]
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− div
[
1
µ
(u×B)×B
]
− 1
2µ2σ
∆|B|2 + 1
µ2σ
|∇B|2
= 0. (3.7)
注 3.1 如果磁场 B 是 0,则这个模型退化为非齐次不可压 Euler方程,相应结果已经在文献 [11]
中得到.
注 3.2 在这个定理中,我们要求的是 u,B ∈ Bα,∞p ∩L∞((0, T )×T3),而不是 u,B ∈ Bα,∞p ((0, T )
×T3), 这是因为我们需要保证 (u×B)×B 和 u×B 都是可积的. 当然我们也可以将条件变为
u,B ∈ Bα,∞3 ((0, T )× T3), ρ, ρu, curl B ∈ B
β,∞
3 ((0, T )× T3).
注 3.3 如果令 σ 等于无穷, 则上述方程变成理想 MHD 方程, 由此可以得到文献 [16] 中的相应
结果: 理想 MHD 方程的能量守恒, 即
d
dt
E(t) = 0
在分布意义下成立, 这里 E(t) 定义如下:
E(t) =
1
2
∫
T3
ρ|u|2dx+ 1
2µ
∫
T3
|B|2dx.
证明方法可参考本文结尾的定理 3.2.
定理 3.1 的证明 借鉴 Feireisl 等 [11] 的方法, 我们先磨光运动方程 (3.1), 相应的符号如第 2 节
中介绍的, 得到下式:
∂t(ρu)
ϵ + div(ρu⊗ u)ϵ = −∇pϵ + 1
µ
(curl B ×B)ϵ.
取 φ ∈ C∞0 ((0, T ) × T3) 是检验函数, 用 φuϵ 乘以上述磨光后的方程, 并且关于时间和空间作积
分, 得到 ∫ T
0
∫
T3
∂t(ρu)
ϵ · φuϵdxdt+
∫ T
0
∫
T3
div(ρu⊗ u)ϵ · φuϵdxdt
+
∫ T
0
∫
T3
∇pϵ · φuϵdxdt−
∫ T
0
∫
T3
1
µ
(curl B ×B)ϵ · φuϵdxdt
= 0. (3.8)
令 ϵ > 0 足够小, 保证 supp φ ∈ (ϵ, T − ϵ)× T3. 对 (3.8) 作适当的转化, 有∫ T
0
∫
T3
∂t(ρ
ϵuϵ) · φuϵdxdt+
∫ T
0
∫
T3
div((ρu)ϵ ⊗ uϵ) · φuϵdxdt
+
∫ T
0
∫
T3
∇pϵ · φuϵdxdt+
∫ T
0
∫
T3
1
µ
φ(u×B)ϵ · curl Bϵdxdt
= Rϵ1 +R
ϵ
2 +R
ϵ
3, (3.9)
这里的 Rϵ1、R
ϵ
2 和 R
ϵ
3 含义如下:
Rϵ1 =
∫ T
0
∫
T3
∂t[ρ
ϵuϵ − (ρu)ϵ] · φuϵdxdt,
Rϵ2 =
∫ T
0
∫
T3
div[(ρu)ϵ ⊗ uϵ − (ρu⊗ u)ϵ] · φuϵdxdt,
1971
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Rϵ3 =
∫ T
0
∫
T3
1
µ
φ[(curl B ×B)ϵ · uϵ + (u×B)ϵ · curl Bϵ]dxdt.
为了证明我们的定理, 第一步需要先证明 (3.9) 的左边可以收敛到我们要的局部能量方程.
现在依次计算 (3.9) 的各个部分. 对于第一部分, 有∫ T
0
∫
T3
∂t(ρ
ϵuϵ) · φuϵdxdt =
∫ T
0
∫
T3
(
φ∂tρ
ϵ|uϵ|2 + 1
2
φρϵ∂t|uϵ|2
)
dxdt. (3.10)
接下来计算第二部分, 首先磨光连续性方程 (3.2),
∂tρ
ϵ + div(ρu)ϵ = 0.
直接计算, 可得∫ T
0
∫
T3
div((ρu)ϵ ⊗ uϵ) · φuϵdxdt
= −
∫ T
0
∫
T3
((ρu)ϵ ⊗ uϵ) : ∇(φuϵ)dxdt
= −
∫ T
0
∫
T3
φ((ρu)ϵ ⊗ uϵ) : ∇uϵdxdt−
∫ T
0
∫
T3
((ρu)ϵ ⊗ uϵ) : (∇φ⊗ uϵ)dxdt
= −1
2
∫ T
0
∫
T3
φ(ρu)ϵ · ∇|uϵ|2dxdt−
∫ T
0
∫
T3
((ρu)ϵ · ∇φ)|uϵ|2dxdt
=
1
2
∫ T
0
∫
T3
div(φ(ρu)ϵ)|uϵ|2dxdt−
∫ T
0
∫
T3
((ρu)ϵ · ∇φ)|uϵ|2dxdt
=
1
2
∫ T
0
∫
T3
(∇φ · (ρu)ϵ + φdiv(ρu)ϵ)|uϵ|2dxdt−
∫ T
0
∫
T3
((ρu)ϵ · ∇φ)|uϵ|2dxdt
= −1
2
∫ T
0
∫
T3
φ∂tρ
ϵ|uϵ|2dxdt− 1
2
∫ T
0
∫
T3
(∇φ · (ρu)ϵ)|uϵ|2dxdt. (3.11)
因为 div u = 0, 所以, (3.9) 的第三部分满足如下等式:∫ T
0
∫
T3
∇pϵ · φuϵdxdt = −
∫ T
0
∫
T3
∇φ · uϵpϵdxdt. (3.12)
在我们计算第四部分之前, 我们先介绍两个关于旋度的重要性质:
div(a× b) = curl a · b− a · curl b,
curl(curl f) = ∇(div f)−∆f.
以上均可通过直接计算验证.
磨光 (3.4),
∂tB
ϵ +
1
µσ
curl(curl Bϵ) = curl(u×B)ϵ.
因为 B 是零散度的, 所以,
curl(curl Bϵ) = −∆Bϵ.
因此,
∂tB
ϵ − 1
µσ
∆Bϵ = curl(u×B)ϵ,
1972
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上式乘以 Bϵ, 并化简得到下式:
1
2
∂t|Bϵ|2 −
1
µσ
∆Bϵ ·Bϵ = curl(u×B)ϵ ·Bϵ.
现在计算 (3.9) 的第四部分,∫ T
0
∫
T3
1
µ
φ(u×B)ϵ · curl Bϵdxdt
=
∫ T
0
∫
T3
1
µ
φcurl(u×B)ϵ ·Bϵdxdt−
∫ T
0
∫
T3
1
µ
φdiv((u×B)ϵ ×Bϵ)dxdt
=
∫ T
0
∫
T3
1
µ
φcurl(u×B)ϵ ·Bϵdxdt+
∫ T
0
∫
T3
1
µ
(u×B)ϵ ×Bϵ · ∇φdxdt
=
∫ T
0
∫
T3
1
2µ
φ∂t|Bϵ|2dxdt−
∫ T
0
∫
T3
1
µ2σ
φ∆Bϵ ·Bϵdxdt
+
∫ T
0
∫
T3
1
µ
(u×B)ϵ ×Bϵ · ∇φdxdt
= −
∫ T
0
∫
T3
1
2µ
∂tφ|Bϵ|2dxdt+
∫ T
0
∫
T3
1
µ2σ
∇(φBϵ) : ∇Bϵdxdt
+
∫ T
0
∫
T3
1
µ
(u×B)ϵ ×Bϵ · ∇φdxdt
= −
∫ T
0
∫
T3
1
2µ
∂tφ|Bϵ|2dxdt+
∫ T
0
∫
T3
1
µ2σ
∇φ · (∇Bϵ ·Bϵ)dxdt
+
∫ T
0
∫
T3
1
µ2σ
φ∇Bϵ : ∇Bϵdxdt+
∫ T
0
∫
T3
1
µ
(u×B)ϵ ×Bϵ · ∇φdxdt
= −
∫ T
0
∫
T3
1
2µ
∂tφ|Bϵ|2dxdt+
∫ T
0
∫
T3
1
2µ2σ
∇φ · ∇|Bϵ|2dxdt
+
∫ T
0
∫
T3
1
µ2σ
φ|∇Bϵ|2dxdt+
∫ T
0
∫
T3
1
µ
(u×B)ϵ ×Bϵ · ∇φdxdt
= −
∫ T
0
∫
T3
1
2µ
∂tφ|Bϵ|2dxdt−
∫ T
0
∫
T3
1
2µ2σ
∆φ|Bϵ|2dxdt
+
∫ T
0
∫
T3
1
µ2σ
φ|∇Bϵ|2dxdt+
∫ T
0
∫
T3
1
µ
(u×B)ϵ ×Bϵ · ∇φdxdt. (3.13)
于是结合 (3.9)–(3.13), 可以得到∫ T
0
∫
T3
∂tφ
(
1
2
ρϵ|uϵ|2 + 1
2µ
|Bϵ|2
)
dxdt+
∫ T
0
∫
T3
∇φ ·
[
1
2
(ρu)ϵ|uϵ|2 + pϵuϵ
]
dxdt
−
∫ T
0
∫
T3
∇φ ·
[
1
µ
(u×B)ϵ ×Bϵ
]
dxdt+
∫ T
0
∫
T3
1
2µ2σ
∆φ|Bϵ|2dxdt
−
∫ T
0
∫
T3
1
µ2σ
φ|∇Bϵ|2dxdt
= −Rϵ1 −Rϵ2 −Rϵ3. (3.14)
为了证明定理 3.1, 我们需要证明当 ϵ→ 0 时, 有 Rϵ1, Rϵ2, Rϵ3 → 0. 因为当 ϵ→ 0 时, 利用磨光的性质可
以直接得到下述极限:∫ T
0
∫
T3
∂tφ
(
1
2
ρϵ|uϵ|2 + 1
2µ
|Bϵ|2
)
dxdt+
∫ T
0
∫
T3
∇φ ·
[
1
2
(ρu)ϵ|uϵ|2 + pϵuϵ
]
dxdt
1973
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−
∫ T
0
∫
T3
∇φ ·
[
1
µ
(u×B)ϵ ×Bϵ
]
dxdt+
∫ T
0
∫
T3
1
2µ2σ
∆φ|Bϵ|2dxdt
−
∫ T
0
∫
T3
1
µ2σ
φ|∇Bϵ|2dxdt
→
∫ T
0
∫
T3
∂tφ
(
1
2
ρ|u|2 + 1
2µ
|B|2
)
dxdt+
∫ T
0
∫
T3
∇φ ·
[(
1
2
ρ|u|2 + p
)
u
]
dxdt
−
∫ T
0
∫
T3
∇φ ·
[
1
µ
(u×B)×B
]
dxdt+
∫ T
0
∫
T3
1
2µ2σ
∆φ|B|2dxdt
−
∫ T
0
∫
T3
1
µ2σ
φ|∇B|2dxdt, ϵ→ 0.
对于 Rϵ1, 有
ρϵuϵ − (ρu)ϵ = (ρϵ − ρ)(uϵ − u)−
∫ ϵ
−ϵ
∫
T3
Jϵ(τ, ξ)(ρ(t− τ, x− ξ)
− ρ(t, x))(u(t− τ, x− ξ)− u(t, x))dξdτ.
利用 (2.2)、(2.3) 和分部积分计算 Rϵ1 的第一部分, 可得当 ϵ→ 0 时,∣∣∣∣ ∫ T
0
∫
T3
∂t[(ρ
ϵ − ρ)(uϵ − u)] · φuϵdxdt
∣∣∣∣
6
∫ T
0
∫
T3
|∂tφ(ρϵ − ρ)(uϵ − u) · uϵ|dxdt
+
∫ T
0
∫
T3
|φ(ρϵ − ρ)(uϵ − u) · ∂tuϵ|dxdt
6 C∥φ∥C1ϵβϵα∥ρ∥Bβ,∞q ∥u∥
2
Bα,∞p
+ C∥φ∥C0ϵβϵαϵα−1∥ρ∥Bβ,∞q ∥u∥
2
Bα,∞p
→ 0.
对于 Rϵ1 的第二部分, 利用 Fubini 定理、(2.2)、(2.3) 和分部积分进行计算, 可得当 ϵ→ 0 时,∣∣∣∣ ∫ T
0
∫
T3
φ∂t
∫ ϵ
−ϵ
∫
T3
Jϵ(τ, ξ)(ρ(t− τ, x− ξ)− ρ(t, x))(u(t− τ, x− ξ)− u(t, x))dξdτ · uϵdxdt
∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ ∫ T
0
∫
T3
∫ ϵ
−ϵ
∫
T3
Jϵ(τ, ξ)(ρ(t− τ, x− ξ)
− ρ(t, x))(u(t− τ, x− ξ)− u(t, x)) · ∂t(φ(t, x)uϵ(t, x))dξdτdxdt
∣∣∣∣
6
∫ ϵ
−ϵ
∫
T3
∫ T
0
∫
T3
|Jϵ(τ, ξ)(ρ(t− τ, x− ξ)
− ρ(t, x))(u(t− τ, x− ξ)− u(t, x)) · ∂tφ(t, x)uϵ(t, x)|dxdtdξdτ
+
∫ ϵ
−ϵ
∫
T3
∫ T
0
∫
T3
|Jϵ(τ, ξ)(ρ(t− τ, x− ξ)
− ρ(t, x))(u(t− τ, x− ξ)− u(t, x)) · φ(t, x)∂tuϵ(t, x)|dxdtdξdτ
6 ∥φ∥C1
C
ϵN
∫ ϵ
−ϵ
∫
T3
∥ρ(t− τ, x− ξ)− ρ(t, x)∥Lq(V )∥u(t− τ, x− ξ)− u(t, x)∥Lp(V )
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× ∥uϵ(t, x)∥Lp(V )dξdτ
+ ∥φ∥C0
C
ϵN
∫ ϵ
−ϵ
∫
T3
∥ρ(t− τ, x− ξ)− ρ(t, x)∥Lq(V )∥u(t− τ, x− ξ)− u(t, x)∥Lp(V )
× ∥∂tuϵ(t, x)∥Lp(V )dξdτ
6 ∥φ∥C1
C
ϵN
∫ ϵ
−ϵ
∫
T3
ϵβ∥ρ∥Bβ,∞q (Ω)ϵ
α∥u∥Bα,∞p (Ω)∥u∥Bα,∞p (Ω)dξdτ
+ ∥φ∥C0
C
ϵN
∫ ϵ
−ϵ
∫
T3
ϵβ∥ρ∥Bβ,∞q (Ω)ϵ
α∥u∥Bα,∞p (Ω)ϵ
α−1∥u∥Bα,∞p (Ω)dξdτ
6 C∥φ∥C1ϵβϵα∥ρ∥Bβ,∞q ∥u∥
2
Bα,∞p
+ C∥φ∥C0ϵβϵαϵα−1∥ρ∥Bβ,∞q ∥u∥
2
Bα,∞p
→ 0,
这里 V = Ω ∩ (Ω + (τ, ξ)), |(τ, ξ)| < ϵ.
对于 Rϵ2, 计算方法类似,
(ρu)ϵ ⊗ uϵ − (ρu⊗ u)ϵ = ((ρu)ϵ − ρu)⊗ (uϵ − u)−
∫ ϵ
−ϵ
∫
T3
Jϵ(τ, ξ)(ρu(t− τ, x− ξ)− ρu(t, x))
⊗ (u(t− τ, x− ξ)− u(t, x))dξdτ.
计算 Rϵ2 的第一部分, 模仿 R
ϵ
1 的计算,∣∣∣∣ ∫ T
0
∫
T3
φdiv[((ρu)ϵ − ρu)⊗ (uϵ − u)] · uϵdxdt
∣∣∣∣
6 ∥φ∥C0
∫ T
0
∫
T3
|((ρu)ϵ − ρu)⊗ (uϵ − u) : ∇uϵ|dxdt
+ ∥φ∥C1
∫ T
0
∫
T3
|(((ρu)ϵ − ρu)⊗ (uϵ − u))uϵ|dxdt
6 C∥φ∥C0ϵβϵαϵα−1∥ρu∥Bβ,∞q ∥u∥
2
Bα,∞p
+ C∥φ∥C1ϵβϵα∥ρu∥Bβ,∞q ∥u∥
2
Bα,∞p
→ 0.
同样地, 对于 Rϵ2 的第二部分,∣∣∣∣ ∫ T
0
∫
T3
div
[ ∫ ϵ
−ϵ
∫
T3
Jϵ(τ, ξ)(ρu(t− τ, x− ξ)− ρu(t, x))
⊗ (u(t− τ, x− ξ)− u(t, x))dξdτ
]
· φuϵdxdt
∣∣∣∣
6 C∥φ∥C0ϵβϵαϵα−1∥ρu∥Bβ,∞q ∥u∥
2
Bα,∞p
+ C∥φ∥C1ϵβϵα∥ρu∥Bβ,∞q ∥u∥
2
Bα,∞p
→ 0.
接下来计算 Rϵ3, 令
g1 = (curl B ×B)ϵ · uϵ − (curl Bϵ ×Bϵ) · uϵ,
g2 = (u×B)ϵ · curl Bϵ − (uϵ ×Bϵ) · curl Bϵ.
因此,
Rϵ3 = I1 + I2,
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这里
I1 =
∫ T
0
∫
T3
1
µ
φg1dxdt, I2 =
∫ T
0
∫
T3
1
µ
φg2dxdt.
我们只需要对 I1 进行计算. 至于 I2, 计算方法相同. 我们先模仿前面的做法进行如下分解:
curl Bϵ ×Bϵ − (curl B ×B)ϵ
= (curl Bϵ − curl B)× (Bϵ −B)−
∫ ϵ
−ϵ
∫
T3
Jϵ(τ, ξ)(curl B(t− τ, x− ξ)
− curl B(t, x))× (B(t− τ, x− ξ)−B(t, x))dξdτ.
I1 的第一部分可以直接由 Hölder 不等式进行计算,∣∣∣∣ ∫ T
0
∫
T3
1
µ
φ(curl Bϵ − curl B)× (Bϵ −B) · uϵdxdt
∣∣∣∣
6 C 1
µ
∥φ∥C0∥curl Bϵ − curl B∥Lq∥Bϵ −B∥Lp∥uϵ∥Lp
6 C 1
µ
∥φ∥C0ϵβϵα∥curl B∥Bβ,∞q ∥B∥Bα,∞p ∥u∥Bα,∞p .
至于 I1 的第二部分, 我们可以利用 Fubini 定理和 Hölder 不等式得到下述估计:∣∣∣∣ ∫ T
0
∫
T3
1
µ
φ
∫ ϵ
−ϵ
∫
T3
Jϵ(τ, ξ)(curl B(t− τ, x− ξ)− curl B(t, x))
× (B(t− τ, x− ξ)−B(t, x))dξdτ · uϵdxdt
∣∣∣∣
6 C 1
µ
∥φ∥C0ϵβϵα∥curl B∥Bβ,∞q ∥B∥Bα,∞p ∥u∥Bα,∞p .
联立上述几个估计, 令 ϵ→ 0, 等式 (3.14) 变为下述式子:∫ T
0
∫
T3
∂tφ
(
1
2
ρ|u|2 + 1
2µ
|B|2
)
dxdt+
∫ T
0
∫
T3
∇φ ·
[(
1
2
ρ|u|2 + p
)
u
]
dxdt
−
∫ T
0
∫
T3
∇φ ·
[
1
µ
(u×B)×B
]
dxdt+
∫ T
0
∫
T3
1
2µ2σ
∆φ|B|2dxdt
−
∫ T
0
∫
T3
1
µ2σ
φ|∇B|2dxdt
= 0.
至此, 我们完成了定理 3.1 的证明.
在这个定理中, 因为解的正则性高于文献 [9] 中解的正则性, 所以并没有产生由于正则性不足而
导致的额外耗散项.
利用这个定理, 我们可以通过简单的计算直接得到整体能量平衡的结论. 能量定义如下:
E(t) =
1
2
∫
T3
ρ|u|2dx+ 1
2µ
∫
T3
|B|2dx+ 1
µ2σ
∫ t
0
∫
T3
|∇B|2dx.
定理 3.2 在定理 3.1 的条件下, 系统整体能量平衡, 即
d
dt
E(t) = 0
在分布意义下成立.
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证明 为了证明上述结论, 我们只需要证明对任意的 φ(t) ∈ C∞0 (0, T ), 有下面式子成立:
−1
2
∫ T
0
∫
T3
ρ|u|2∂tφ(t)dxdt−
1
2µ
∫ T
0
∫
T3
|B|2∂tφ(t)dxdt+
1
µ2σ
∫ T
0
∫
T3
|∇B|2φ(t)dxdt = 0.
由 (3.7) 可知,∫ T
0
∫
T3
∂tφ(t)
(
1
2
ρ|u|2 + 1
2µ
|B|2
)
dxdt+
∫ T
0
∫
T3
∇φ(t) ·
[(
1
2
ρ|u|2 + p
)
u
]
dxdt
−
∫ T
0
∫
T3
∇φ(t) ·
[
1
µ
(u×B)×B
]
dxdt+
∫ T
0
∫
T3
1
2µ2σ
∆φ(t)|B|2dxdt
−
∫ T
0
∫
T3
1
µ2σ
φ(t)|∇B|2dxdt
= 0.
因为 φ 与空间变量 x 无关, 所以, ∇φ(t) = 0, ∆φ(t) = 0, 因此结论成立.
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Regularity and energy dissipation for the nonhomogeneous
incompressible MHD equations
Zhonger Wu & Zhong Tan
Abstract In this paper, we mainly study the local energy equation of the weak solutions of the nonhomogeneous
incompressible MHD equation defined on T3. We prove that the regularity of the solution is sufficient to guarantee
the balance of the total energy in the Besov space. We adopt a variant of Feireisl’s method.
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